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berekeningen betreffende de vorm van
_ _ haam onder een dulnterrein van de
Gemeentewat:.rlceidingen te Amsterdam.

_ ' Wiskunde van het
stelde zon ondarzocd in naar d. vorm van het zoctwaterlichaam.onder
het dulntereoin eloion blj Voazlenzan: in opdracht van de Gemeente-
waterleidlnzen van Amsterdamnm.

D1t onderzoek, dat zeer ultgebreld geweest 1s, kan nog
afgesloten beschouwd worden. In dit rapport worden slechts de nume-
rieke resultaten vermeld van een drietal, met dit onderzoek samen-
hangende, problemen te weten:

niet als

Probleem I: Gevraagd wordt bilj gegeven bovenwaterstanden (in het
duinterrein 2,5 m +) en grondconstanten de vorm van een stationair

zoetwaterlichaam met een tong onder zee te bepalen.
Het blijkt, dat met de gevolgde rekenmethode geen oplossing van
dit probleem te vinden is.

Probleem II: Gevraagd wordt blj gegeven bovenwaterstand (in het duin-
terrein 2,5 m +) en grondconstanten de vorm van een stationalr zoet-
waterlichaam, dat aan de voet van het duiln begint , te bepalen.

Dit probleem 18 volledig opgelost.

Probleem II11: Numerlek werd gecontroleerd de graflische berekening van
tekening 19 van het Rapport 1940, De Watervoorziening van Amsterdam.
Het 1ligt in de bedoeling de theoretische beschouwlngen betreffende
dit onderzoek neer te leggen 1n een afzonderlijk rapport.
Het numerieke gedeelte van dit onderzoek werd verzorgd door de
Rekenafdeling van het Mathematlisch Centrum.

2. Geo-hydrologlsche gegevens.
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Zle voor de verschlllende afmetingen van het geschematiseerde
hydrologisch profiel, fig. 1.

Onderste klellaag: ondocorlaatbsasar. 5
Onderste zandpakket: k = 32 M/35, (kD = 4500 ™ /4ag).
Bovenste kleillaag:

in de verschillende berekeningen zljn verschillende
waarden van ¢ gebrulkt:
In Probleem I: onder zee ¢c = 1000 4.
onder land eerste 2 km c = 2500 4,
daarna ¢ = 4000 4.

In Probleem II: onder zee ¢c = 1000 4.
onder land c¢ = 3500 d.

In Probleem III:overal c = 2670 4.

Van deze klellaag nemen we aan, dat hilj onordervroken 1ls, overal 1 m.
dik 1s en 1n het gebied boven het zoetwaterlichaam geheel verzadlgd 1s
met zoet water, daarbulten met zout water.

Soortelljke gewichten: zoet water: 1 (duln, geestgrond en zoetwater-
lichaam)

zeewater :1.020(zee, onder en naast het zoet-
waterlichaam)

brak water:1.002(Haarlemmermeer).

5. Basis-vergell jkingen.

Lengte-eenheid H = 140 m,
Coordinatenstelsel - zile fig.2.

Potentialen:

Als nulvlak wordt het zeeniveau genomen.

q° potentiaal zoet water onder de eerste klellaag,
Pt potentlaal zout water onder de eerste klellaag,

Pq s potentiaal Juist boven de eerste kleilaag, gemeten in meters

zoet water.

{2: potentiaal julst boven de eerste kleilaag, gemeten in meters
zout water.
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Als dve potentiaalverliezen door stroming boven de eerste klellaag
verwaarloosd worden, dan geldt

?1(}():-- X"(x) N(x) + (af*(x)-'l)Ho ’ (1)
Y Tol(x)= y(x) n(x) + ( Y(x)- y) H,, (2)

als N(x): hoogte bovenwaterstand boven zee-niveau;
(x): s.g. bovenwater: ()/--: 1.02,

De hoogte van het grensvlak boven de onderste kleilaag zilj z(x);
eindpunten zijn X, en X,. |

Voor de stroming in het onderste zandpakket geldt nu (als het zoet-
waterlichaam stationair is):

Voor X <x1 en x >x2:

2
ol
fo -2, (3)

g dX2 ) 302

Voor X, < x(x2:

d
qa%g (1-2) -a‘;l} = . --?, (%)
d
S (= gi2)- 0 2
1 =¥ Po = (Y-1) (B, + H+ H - Hz), (6)
als e



Als randvoorwaarden hebben we hierbi]

x =403 : 1y =P, (8)
X = X, en X,! 7 = 1 d? (9)
2

(fg eI REd Continu, (10)
en igi- eindig (11)

= :
Het 1is gebleken, dat deze een-dimensionale beschrijving gerecht-

vaardigd 1is, omdat e groot is en 2 overal kleln is.

i, Herleiding differentiaalvergeli jkingen.,
Uit (5) volgt, dat voor x, {x <%,

APy
22 -

N[O

3 (12)

waarin C een constante 1s.

Met behulp van (8) t /m (10) kunnen we nu (3) integreren, waaruit
volgtT:

Pp(xy)= - CVS . (13)

0 (v Y— Vo A 5 (~ {2 )1\
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de functie

(15)

(16)

%f “(x) + A Yy + ;1 (17)

H o
© - -1, (18)

(19)

(20)

L

y(x1 )= S 1

{

!
=
AV

!

(21)

y(x2)m Jo

Terwljl verder uit (9), resp. (11) volgt
y'(x.l)--: y'(xg)“ L
en y"(x,) en y"(x,) eindig.

Hierin zijn X45 X5 €N A nog onbekend. Voor A kan echter een bovengren
aangegeven worden, daar in de tong aan de zeezljde geen zout water in
mag stromen. Hlervoor 1is nodig en voldoende

LF (x ) @ (x ), hetgeen levert:
A éfﬂf%%?F; : (22)
]

In (17) wordt nu y als onafhankelijke variabele ingevoerd, hetgeen
na integratie levert:

(23)

waarin

(24)

een functie van y 1s, dle pas geheel bepaald kan worden, wanneer
A y(x) bekend is, omdat in de Iintegraal ? en ? voorkomen, welke als
functies van x gegeven zl]jn.
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5. Probleem I.

Gevraagd om bij de bovenwaterstanden van fig.1 en de 1n §} 2 ge-
noemde grondconstanten de vorm van een stationailr zoetwaterllchaam met
een tong onder zee te bepalen,

Successieve approximatie, waarblj ultgaande van een aangenomen vorl
van het zoetwaterlichaam met behulp van (23) een nileuwe ("betere') vorn
berekend wordt, mislukt, daar dit proces instabilel blijkt te zijn (een
kleine verandering van de aangenomen z(y) geeft een zeer grote veran-
dering in de uit (23) berekende z(y)).

Vervolgens is naar de oplossing gezocht met behulp van een ltera-
Tlemethode.

Daar uit (16) volgt, dat bij bekende z(y) x als functle van y ge-
geven wordt door

Y,
X = X, + \Z_ z(u) du
1

kan vergelijking (23) numeriek gelntegreerd worden, als we x en A gewn.
De aangenomen X, wordt nu gecontroleerd met behulp van de els

Z(YQ) = 1.

Hliermee bepaalt men blj een gegeven A een bljbehorende X (y2 1s
volgens (21) bepaald, zodra A gegeven 1s).

Daar z'(ye) elndlg moet zljn, moet}k'(yz)m O zljn. Deze els bepaaltT
de Juiste waarde van Yo s

Uit (22) en (21) volgt, dat y, = 511,89.

Het hierboven geschetste procede werd nu ultgevoerd voor een aantal
waarden van Voo

Voor Yo > 560 is het onmogelijk een X te vinden, zodanlg, dat
z(y2)= 1 wordt. Voor lagere waarden van Yo blijkt HV(yZ) een dalende
functle van y, te zijn, die voor y, = 511,89 nog negatief 1s.

Het blijkt dus, dat met deze rekenmethode blj de gegeven grondcon-
stanten en bovenwaterstanden geen stablele toestand met tong onder

zee Te vinden i1s.



Opmerking: In het geval van de tong met stlilstaand zoet water, hlijkt
ult een eenvoudige beschouwlng, dat de aangenomen discontinuiteit in
de bovenwaterstand bij x = 0 niet 1n strijd 1s met de opgestelde
differentlaalvergelijkingen. Het falen van de bovenstaande oplossings-

methode wordt dus zeer waarschijnlijk niet door deze discontinuiteit
veroorzaakrt.

6. Probleem II.

Gevraagd blj de bovenwaterstanden van flig.1 en de 1n @ 1 voor d4dit
geval genoemde grondconstanten de vorm van een stationalr zoetwater-
lichaam, dat in x = 0 begint, te bepalen. ,

De els, dat %%5 eindlg 1is, kan niet gehandhaafd blijven,,Hiertegenm

over staat, dat nu x. niet meer als onbekende optreedt.

1
Ultgaande van een stelsel vergeliljkingen, dat analoog 1s aan (23)

en (24) kan bij een aangenomen z(y) een nieuwe z(y) berekend worden.
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Dit werd gedaan voor een aantal functies z(y). Op
vrij snel, hoe men een aangenomen z(y) moe
kende z(y) ongeveer samen valt met de aangenome _

Het resultaatl vindt men in de grafiek probleem II, waarbi
asangenomen z(y) voorstelt (getekend als functie van
uit berekende =z.

Opmerking: Maakt men de rechter tong van de kromme

(__t 70 m.), dan elndigt de rechter tong van II links van
X = 11 km, De gemiddelde afwljking wvan de kromme
ter lets slechter dan in het getekende

7. Probleem III.
In Rapport 1940, De Watervoorziening van

Amsterdam, 1s in tekenlng
19 een grafische berekening uitgevoerd van de bovenwaterstanden beho-
rende blj een aangenomen zoetwaterlichaam, waarblj het water in de

tong aan de zeezljde in rust 1is. Deze berekening werd numeriek gecon-

troleerd.

De grondconstanten, welke niet duidelijk vermeld zijn in het Rapport
1940, z1jn zodanig bepaald, dat in het gebied x< 0 de vorm van het zoet-
waterlichaam en de potentilalen zo dicht benaderd werden.

De resultaten zijn neergelegd in grafiek probleem III (de functile
N(x) is het aequivalent van p(x), (Pg(x) dat van \/ (x) uit Rapport
1940).

De eindwaarde van %J‘l (x) en N(x) voor x = blijkt - 5.50 te z1]Jn.




